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Chương 4: GIỚI HẠN 

§2. GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 
GIÁO KHOA 
I. Định nghĩa và một số định lí về giới hạn của hàm số 

1. Giới hạn của hàm số tại một điểm 
a. Giới hạn hữu hạn 

Giả sử ( );a b  là một khoảng chứa điểm 
o

x  và f  là một hàm số xác định trên tập hợp ( ) { }; \ oa b x .  

( ) { }
0

0lim ( ) ( ), ; \
n n

x x
f x L x x a b x n

→
= ⇔ ∀ ∈ ∀  mà 0lim

n
x x=  ta có ( )lim nf x L=  

Nhận xét: 

lim
ox x
C C

→
=  (C là hằng số) 

lim
o

o
x x

x x
→

=  

 b. Giới hạn vô cực 

Giả sử ( );a b  là một khoảng chứa điểm 
o

x  và f  là một hàm số xác định trên tập hợp ( ) { }; \ oa b x .  

( ) { }
0

0lim ( ) ( ), ; \
n n

x x
f x x x a b x n

→
= +∞ ⇔ ∀ ∈ ∀  mà 0lim

n
x x=  ta có lim ( )

n
f x = +∞  

( ) { }
0

0lim ( ) ( ), ; \
n n

x x
f x x x a b x n

→
= −∞ ⇔ ∀ ∈ ∀  mà 0lim

n
x x=  ta có lim ( )

n
f x = −∞  

2. Giới hạn của hàm số tại vô cực 
Định nghĩa (xem sách giáo khoa nâng cao trang 148) 
Nhận xét: Với mọi số nguyên dương k, ta có 

lim k

x
x

→+∞
= +∞  

lim k

x
x

→−∞

+∞
= −∞

 neáu k chaün

 neáu k leû
 

1
lim 0

kx x→+∞
=  

1
lim 0

kx x→−∞
=  
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3. Một số định lí về giới hạn hữu hạn 

Định lí: Giả sử ( )
0

lim
x x

f x L
→

=  và ( )
0

lim
x x

g x M
→

=  ( ,L M ∈ℝ ). Khi đó 

( ) ( )
0

lim
x x

f x g x L M
→

+ = +    

( ) ( )
0

lim
x x

f x g x L M
→

− = −    

( ) ( )
0

lim . .
x x

f x g x L M
→

=    

( )
0

lim . .
x x

C f x C L
→

=    (C là hằng số) 

( )
( ) ( )

0

lim 0
x x

f x L
M

g x M→
= ≠  

( )
0

lim
x x

f x L
→

=
 

( )
0

33lim
x x

f x L
→

=  

Nếu ( ) 0f x ≥ , { }\ ox J x∀ ∈  (J là một khoảng nào đó chứa 
o

x ) thì 0L ≥  và 
0

lim ( )
x x

f x L
→

=  

Định lí vẫn đúng khi thay 
o

x x→  bởi x → +∞  hoặc x → −∞ . 

II. Giới hạn một bên 
1. Giới hạn hữu hạn 

• Giới hạn bên phải: Giả sử hàm số f  xác định trên khoảng ( )( );o ox b x ∈ℝ  

( )
0

0 0lim ( ) ( ), ; , lim lim ( )n n n n
x x

f x L x x x b n x x f x L
+→

= ⇔ ∀ ∈ ∀ = =ta coù  

• Giới hạn bên trái: Giả sử hàm số f  xác định trên khoảng ( ) ( ); o oa x x ∈ℝ  

( )
0

0 0lim ( ) ( ), ; , lim lim ( )n n n n
x x

f x L x x a x n x x f x L
−→

= ⇔ ∀ ∈ ∀ = =ta coù  

Nhận xét:  

• 
0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x L f x f x L
+ −→ → →

= ⇔ = =  

• Các định lí về giới hạn hữu hạn vẫn đúng với giới hạn một bên. 

2. Giới hạn vô cực 
Định nghĩa (tương tự định nghĩa giới hạn hữu hạn) 

III. Một vài quy tắc tìm giới hạn vô cực 

Định lí: Nếu ( )lim
ox x

f x
→

= +∞  thì ( )
1

lim 0
ox x f x→

=
 

Quy tắc 1:  Nếu ( ) ( )lim , lim 0
o ox x x x

f x g x L
→ →

= ±∞ = ≠  thì ( ) ( )lim
ox x

f x g x
→

    được cho trong bảng sau: 

( )lim
ox x

f x
→

 Dấu của L ( ) ( )lim
ox x

f x g x
→

    

+∞  

+∞  

+ 

- 
+∞  

−∞  
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−∞  

−∞  

+ 

- 
−∞  

+∞  
 

Quy tắc 2: Nếu ( )lim 0
ox x

f x L
→

= ≠ , ( )lim 0
ox x
g x

→
=  và ( ) 0g x >  hoặc ( ) 0g x <  với mọi { }\

o
x J x∈ , trong đó 

J  là một khoảng nào đó chứa 
o

x  thì 
( )
( )lim

ox x

f x

g x→
 được cho trong bảng sau: 

Dấu của L Dấu của ( )g x  
( )
( )lim

ox x

f x

g x→
 

+ 

+ 

- 

- 

+ 

- 

+ 

- 

+∞  

−∞  

−∞  

+∞  

 
VÍ DỤ 

Ví dụ 1. Tìm các giới hạn sau: 

a) 
2

3

1
lim

1x

x

x→−

 −
 + 

 b) 
2

2

4
lim

2x

x

x→−

 −
 + 

 

c) 
6

3 3
lim

6x

x

x→

 + −
  − 

 

Lời giải: 

a) 
( )22

3 3

3 11 8
lim lim 4

1 3 1 2x x

x

x→− →−

 − − −
 = = − = −   + − + −   

 

b) 
( ) ( ) ( )

2

2 2 2

2 24
lim lim lim 2 4

2 2x x x

x xx
x

x x→− →− →−

− +  − = = − =  + +   
 

c) 
( )( )

( ) ( )6 6 6

3 3 3 33 3 6
lim lim lim

6 6 6 3 3x x x

x xx x

x x x x→ → →

   + − + + + − −   = =      − − − + +     

 ( )6

1 1
lim

63 3x x→
= =

+ +
 

 

Ví dụ 2. Tìm giới hạn các hàm số sau: 

a) 
4 2

23

72
lim

2 3x

x x

x x→

− −
− −

 b) 
3 2

4 23

5 3 9
lim

8 9x

x x x

x x→

− + +
− −

 

c) 
( )

2 6

21

5 4
lim

1x

x x x

x→

− +
−

 d) 
4 4

lim
x a

x a

x a→

−
−

 

Lời giải: 
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a) 
( ) ( )

( ) ( )

3 24 2 3 2

23 3 3

3 3 8 2472 3 8 24 51
lim lim lim

1 3 1 22 3x x x

x x x xx x x x x

x x xx x→ → →

− + + +− − + + += = =
+ − +− −

 

b) 
( ) ( )

( ) ( )
23 2 2

4 2 3 23 23 3 3

3 2 35 3 9 2 3
lim lim lim 0

8 9 3 33 3 3x x x

x x xx x x x x

x x x x xx x x x→ → →

− − −− + + − −= = =
− − + + +− + + +

 

c) 
( )

( ) ( )
( ) ( )

5 4 3 22 6 5 4 3 2

2 21 1 1

1 4 4 4 45 4 4 4 4 4
lim lim lim

11 1x x x

x x x x x xx x x x x x x x

xx x→ → →

− + + + −− + + + + −= = = ∞
−− −

 

d) 
( )( ) ( )

3 2 2 34 4
3 2 2 3 3lim lim lim 4

x a x a x a

x a x ax a x ax a
x ax a x a a

x a x a→ → →

− + + +− = = + + + =
− −

 

 

Ví dụ 3. Tính các giới hạn sau 

a) 
21

2 1
lim

11x xx→

 − −− 
 b) 

31

1 3
lim

1 1x x x→

 − − − 
 

c) 
22

1 4
lim

2 4x x x→−

 + + − 
 

Lời giải: 

a) 
( )

2 2 21 1 1 1

2 12 1 1 1 1
lim lim lim lim

1 1 21 1 1x x x x

x x

x xx x x→ → → →

− +  − −     − = = = = −      − +− − −      
 

b) 
( )

( )( )
( )( )

( ) ( )
2

3 2 21 1 1

1 3 1 21 3
lim lim lim

1 1 1 1 1 1x x x

x x x x

x x x x x x x x→ → →

   + + − − + 
   − = = − − − + + − + +        

 
21

2
lim 1

1x

x

x x→

+ = − = − + + 
 

c) 
( )( )22 2 2

1 4 2 4 1 1
lim lim lim

2 2 2 2 44x x x

x

x x x xx→− →− →−

 − + + = = = −  + − + −−   
  

Ví dụ 4. Tìm giới hạn các hàm số sau 

a) 
27

3 2
lim

49x

x

x→

− −
−

 b) 
22

2 2
lim

3 2x

x

x x→

− +
− +

 

c) 
3 21

2 7 3
lim

4 3x

x

x x→

+ −
− +

 

Lời giải: 

a) 
( )( )

( )( )( ) ( ) ( )27 7 7

3 2 3 23 2 1 1
lim lim lim

5649 3 2 7 7 7 3 2x x x

x xx

x x x x x x→ → →

− − − +− − = = =
− − + − + + − +
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b) 
( )( )
( )( )( ) ( )( )22 2 2

2 2 2 22 2 1 1
lim lim lim

43 2 1 2 2 2 1 2 2x x x

x xx

x x x x x x x→ → →

− + + +− + −= = = −
− + − − + + − + +

 

c) 
( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )3 2 2 21 1 1

2 7 3 2 7 32 7 3 2 1
lim lim lim

4 3 151 3 3 2 7 3 3 3 2 7 3x x x

x xx

x x x x x x x x x→ → →

+ − + ++ − = = = −
− + − − − + + − − + +

 

 

Ví dụ 5. Tìm giới hạn các hàm số sau 

a) 
3

31

1
lim

2 5 3x

x

x x→−

+
+ +

 b) 
3

20

1 1
lim

2x

x

x x→

− −
+

 

c) 
3

22

2 12
lim

2x

x x

x x→−

+ +
+

 d) 
4

3 21

1
lim

2x

x

x x→

−
+ −

 

Lời giải: 

a) 
( )( )

( )( )( ) ( ) ( )
3 23 3

3

21 1 13 32 23 3

1 .1 11 1
lim lim lim 1

2 5 3 1 2 3 .1 1 2 3 .1 1x x x

x x xx

x x x x x x x x x
→− →− →−

+ − ++ = = =
+ + + + − + + − +

 

b) 
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
23 3 3

3

20 0 02 23 33 3

1 1 1 1 1
1 1 1 1

lim lim lim
62 2 1 1 1 2 1 1 1

x x x

x x x
x

x x x x x x x x x
→ → →

− − + − + −− − = = =
+ + + − + − + + − + −

 

c) 
( ) ( )( )

( )( )
2 23 33

3

22 2 2 233

2 12 2 12 2 12
2 12

lim lim
2 2 (2 12) 2 12x x

x x x x x x
x x

x x x x x x x x
→− →−

+ + + − + ++ + =
+ + + − + +

 

( )( )
( )( ) ( )

2 2

2 22 2 2 23 33 3

2 2 12 2 12 5
lim lim

62 (2 12) 2 12 (2 12) 2 12x x

x x x x x

x x x x x x x x x x x
→− →−

+ − + − += = = −
+ + − + + + − + +

 

d) 
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )
4 4

4

3 2 2 41 1

1 1 11
lim lim

2 1 2 1 1x x

x x xx

x x x x x x x→ →

− + +− =
+ − − + + + +

 

 
( ) ( )

( )( )( )( ) ( )( )( )2 21 14 4

1 1 1 1
lim lim

121 2 1 1 2 1 1x x

x x

x x x x x x x x x→ →

− +
= = =

− + + + + + + + +
 

Ví dụ 6. Tính các giới hạn sau 

a) 
2 3 2

lim
3 1x

x x x

x→−∞

− +
−

 b) 
2

2

2 3 1
lim

4 1 1x

x x x

x x→±∞

+ + + +

+ + −
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c) 
2

3
lim

1x

x x

x→+∞

+
+

 

Lời giải: 

a) Đặt x t= − . Với x t→ −∞ ⇒ = +∞  

Khi đó 
2 2

3
1 2

3 2 3 2 1 3.0 2 1
lim lim lim

13 1 3 1 3 0 33
x t t

x x x t t t t

x t

t

→−∞ →−∞ →−∞

+ −− + + − + −= = = = =
− − − − −− −

 

b) 
2 2

2

2

1 2 1
1 3

2 3 1
lim lim 4

1 14 1 1 4 1
x x

x x x x xx

x x

xx

→+∞ →+∞

+ + + +
+ + + + = =

+ + − + + −
 

Đặt x t= − . Với x t→ −∞ ⇒ = +∞ . Khi đó 

2 2 2

2 2

2

1 2 1
1 3

2 3 1 2 3 1 2
lim lim lim

31 14 1 1 4 1 1 4 1
x t t

x x x t t t t tt

x x t t

tt

→−∞ →+∞ →+∞

− + − +
+ + + + − + − += = = −

+ + − + + + + + +
 

c) 
2

2

2

1 3
3 0 3.0

lim lim 0
1 1 01 1

x x

x x x x

x

x

→+∞ →+∞

+
+ += = =

++ +
 

Ví dụ 7. Tính các giới hạn sau 

a) ( )2lim 3 2 1
x

x x x
→±∞

− + + −  b) ( )2lim 3 1 3
x

x x x
→±∞

− + − +  

Lời giải: 

a) Ta có ( )2lim 3 2 1
x

x x x
→−∞

− + + − = +∞ ; 

( )2

2

1
1

1 1
lim 3 2 1 lim lim

23 13 2 1 1 2 1
x x x

x xx x x
x x x

x x

→−∞ →−∞ →−∞

− +− +− + + − = = =
− + − + − − + − +

 

b) Ta có ( ) ( )2
2

3 1 3
lim 3 1 3 lim 1 1
x x

x x x x
x xx→−∞ →−∞

 
− + − + = − − + + − = −∞  

 
 

( ) ( )
2

2

2

8
3

3 8 3 3
lim 3 1 3 lim lim

23 1 3 1 13 1 3 1 1
x x x

x xx x x
x x x

x xx

→+∞ →+∞ →+∞

−−− + − + = = = = =
+− + + − − + + −
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Ví dụ 8. Tính các giới hạn sau 

a) ( )2lim 4 3 2 1
x

x x x
→±∞

− + − +  b) ( )32 3lim 1 1
x

x x
→+∞

+ − −  

Lời giải: 

a) Ta có ( )2lim 4 3 2 1
x

x x x
→±∞

− + − + = −∞  

( ) ( )
2

2

2

2
3

3 2 3 3
lim 4 3 2 1 lim lim

41 3 1 4 24 3 2 1 4 2
x x x

x xx x x
x x x

x xx

→±∞ →+∞ →+∞

++− + − + = = = =
+− + + − − + + −

 

b) Ta có ( ) ( )3 32 3 2 3lim 1 1 lim 1 1
x x

x x x x x x
→+∞ →+∞

+ − − = + − + − −  

( )2 232 3 33

1 1
lim 0

1 1 1
x x x x x x x

→+∞

 
 = + = + + + − + −
 

 

 

Ví dụ 9. Tính các giới hạn sau 

a) 
2

2

4
lim

2x

x

x+→

−
−

 b) 
22

2
lim

2 5 2x

x

x x+→

−
− +

 

c) 
22

2
lim

2 5 2x

x

x x−→

−
− +

 

Lời giải: 

a) 
2

2 2

4 2
lim lim

2 2x x

x x

x x+ +→ →

− += = +∞
− −

 

b) ( )( )22 2 2

2 2 1 1
lim lim lim

2 2 1 2 1 32 5 2x x x

x x

x x xx x+ + +→ → →

− −= = =
− − −− +

 

c) ( ) ( )22 2 2

2 2 1 1
lim lim lim

2 2 1 2 1 32 5 2x x x

x x

x x xx x− − −→ → →

− − −= = = −
− − −− +

 

Ví dụ 10. Tìm các giới hạn của các hàm số tại các điểm chỉ ra: 

a) ( )

2

3

4

2
2

8

16
2

2

x x
khi x

x
f x

x
khi x

x

 − > −= 
− <

 −

 tại 2x =   
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b) ( )

2

2

3 2
1

1

1
2

x x
khi x

xf x
x

khi x

 − + > −= 
− ≤


 tại 1x =  

Lời giải: 

a) ( ) ( )
( ) ( )

2

3 2 222 2 2 2

22 2 1
lim lim lim lim

8 2 4 2 2.2 4 62 4 2x x x x

x xx x x
f x

x x xx x x
+ + + +→ → → →

−−= = = − = − = −
− + + + +− + +

 

( )
( )( )( ) ( ) ( )

24
2

2 2 2 2

2 2 416
lim lim lim lim 2 4 4.8 32

2 2x x x x

x x xx
f x x x

x x− − − −→ → → →

− + +−= = = + + = =
− −

 

( ) ( )
2 2

lim lim .
x x

f x f x
+ −→ →

⇒ ≠ . Do đó, không tồn tại ( )
2

lim
x

f x
→

 

b) 
( ) ( )
( )( )

2

21 1 1 1

1 23 2 2 1 2 1
lim lim lim lim

1 1 1 1 1 21x x x x

x xx x x

x x xx+ + + +→ → → →

− −− + − −= = = = = −
− + + +−

 

( )
1 1

1
lim lim

2 2x x

x
f x

− −→ →

−= = −  

Nhận thấy ( ) ( )
1 1

1
lim lim

2x x
f x f x

− +→ →
= = − . Do đó ( )

1

1
lim

2x
f x

→
= −  

 

Ví dụ 11. Kết quả giới hạn 
22 7 12

lim
3 17x

x x a
L

x b→−∞

− += =
−

, với 
a

b
 là phân số tối giản. Tính giá trị của 

biểu thức 2 2
P a b= +  

a) 7 b) 5 

c) 9 d) 13 

Lời giải: 

Ta có 

2
22 2

7 12 7 122 2
2 7 12

lim lim lim
3 17 3 17 3 17x x x

x x
x xx x x x

L
x x x→−∞ →−∞ →−∞

 − + − + − +  = = =
− − −

 

2 2

7 12 7 12
2 2

22
lim lim

17 33 17 33
x x

x
aax xx x

bx b

x

→−∞ →−∞

− − + − + =
= = = = →  =− − +

 

Chọn D 

Ví dụ 12. Cho giới hạn 
2

21

1 3
lim

21x

x ax b

x→

+ + − =
−

. Giá trị của biểu thức 2
T a ab= +  là: 

a) 0T =  b) 2T =  
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c) 4T =  d) 2T = −  

Lời giải: 

Đặt ( ) ( )2 1 1 0f x x ax b f= + + − ⇒ =  

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( )( )2
0 0

0 2 21 1 1

11 3
1 lim lim lim

1 21 1x x x

x x x x xx ax b
f x x x x

xx x→ → →

− − −+ + −= − − ⇒ = = =
+− −

 

( ) ( )( ) 20
0

1 3
2 1 2 2 1; 1 0

2 2

x
x f x x x x x a b T

−
⇔ = ⇒ = − ⇒ = − + = + − ⇒ = = − ⇒ = . Chọn A 

Ví dụ 13. Cho giới hạn 
( )2

22

3 3 2
lim 4

3 2x

x a x b

x x→

− + +
=

− +
. Giá trị của biểu thức 2 2

T a b= +  là: 

a) 90T =  b) 80T =  

c) 16T =  d) 20T =  

Lời giải: 

Đặt ( ) ( ) ( )23 2 1 2 0f x x a x b f= + + + ⇒ =  

Khi đó: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

2

22 2

3 3 2 2 3
2 3 lim lim 4

2 13 2x x

x a x b x x m
f x x x m

x xx x→ →

− + + − −
= − − ⇒ = =

− −− +
 

2

3
lim 4 6 4 2

1x

x m
m m

x→

−⇔ = ⇔ − = ⇔ =
−

 

Suy ra ( ) ( )( ) 2 2
2 3 2 3 8 4 20

4

a
f x x x x x T

b

=
= − − = − + ⇒ ⇒ = =

. Chọn D 

 


